Linearis programozasi feladat, Normalfeladat, Szimplex modszer

Dr. Kovér Gyorgy

Bevezet

A linedris programozas a gyakorlat altal felvetett problémak széles korére kinal megoldast.
Legszemléletesebben talan akkor mutathat6 be, ha a feladatunk a kovetkez:

Tervezziik meg a Vallalat altal legyartando termékek mennyiségét, ha a rendelkezésre allo erforrasok,
ugymint az egyes termelési folyamatokhoz sziikséges munkaer, gépora kapacitas, felhasznalando
raktarkészlet, stb. korlatozottan all rendelkezésre. A termékdsszetétel megtervezésekor a szkos
erforrasok figyelembevételén til alkalmasan vélasztott gazdasagi optimum elérésére toreksziink.

A feladat megoldéasahoz linearis modellt alkotunk, ami azt jelenti, hogy a modellben szerepl
matematikai kifejezések, egyenletek, egyenltlenségek, fiiggvények sziikségképpen linearisak. A
gyakorlatbol szarmaz6 feladatokra kidolgozott modellek tobb ezer egyenletet, egyenltlenséget is
tartalmazhatnak.

Tekintsiik a kovetkez nagyon egyszer feladatot.

A Nyilaszaré Uzem ajtok és ablakok gyartasaval foglalkozik. Mig az alapanyagot korlatlanul biztositjak
a beszallitok, a mhelyek mérete adott, a szakképzett dolgozdi 1étszam sem bvithet. Az ajto- és
ablakgyartas faipari munkat, felilletkezelést, livegezést és szerelést igényel, egy termékhez sziikséges
munkaidt az alabbi tdblazatban talaljuk:

tablazat: Nyilaszaro lizem, munkaid sziikséglete

Ajto Ablak
Faipari munka 8 ora 4 6ra
Feliiletkezelés 3 ora 6 ora
Uvegezés, szerelés 1 6ra 0 6ra

Az lizemben dolgozdk napi 40 ora faipari, 42 Ora feliiletkezelési és 4 ora livegezés, szerelés kapacitassal
rendelkeznek. A kereskedelmi igazgatosag tdjékoztatasa szerint 3 ezer Ft egy ajton a nyereség, mig egy
ablakon 5 ezer Ft. Arr6l is tudunk, hogy a kdvetkez negyedévben az ablakokon elérhet nyereség 9
ezer Ft-ra novekszik. Az iizem termékei keresettek, annyit tud értékesiteni, amennyit el tudnak allitani.

A matematikai modell

Jelolje x, és x, az egy nap alatt gyartott ajtok, illetve az ablakok szamat. A jeloléseket felhasznalva a
megadott adatok szerint az lizem egy napi faipari kapacitasabol 8 -x, + 4-x, munkadrat kot le. A



feliiletkezelési kapacitasbol 3-x; + 6-x, munkaorat, az livegezes, szerelesbl 1-x orat. A gyartasi
folyamat igénye természetesen egyik erforrds esetén sem haladhatja meg Az tizem kapacitasat.

A gyartasi folyamat kapacitas igényét és a korlatozé feltételeket linedris egyenltlenség rendszerrel
fejezhetjiik ki.

8-x, +4-x, <40,

1 2=
3~x1 +6-x2 <42,
A <4,

Y >0,
x, >0

Mivel ajté €s ablakok gyartasarol szol a modell, ezért fel kell tenntink azt is, hogy x, €s x, csak pozitiv,

vagy nulla lehet. Ezért egészitettiik ki a feltételrendszeriinket a negyedik és 6todik egyenltlenséggel.
A matematikai modellben a kapacitdsokra vonatkozo egyenltlenségrendszerhez a gyartasi folyamat
nyereségmaximalizalasi igényét kifejez fliiggvény, a célfiiggvény tarsul.

z=3x, + 5x, = max

3~x1 —|—5-x2

revr

A Nyilaszaré Uzem problémajanak grafikus megoldasa
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Mivel az lizem csak kétféle terméket gyart, a maximalis nyereséget produkald termékosszetétel
meghatdrozasa grafikus modszerrel is lehetséges. A feltételrendszert alkoto egyenltlenségek €s a
nemnegativitasi feltételek egyiittesen az dbran lathatd konvex otszoget zarjak kozre. A kdzbezart
Otszoget a megengedett megoldasok tartomanyanak nevezziik, amelyhez az 6tszog bels pontjai, az élei
€s a csucsai is hozzatartoznak. A megengedett megoldasok halmaza elnevezést az indokolja, hogy az
Osszes pontja megfelel az egyenltlenség rendszerben meghatérozott feltételeknek.

Linedris egyenltlenség rendszer altal meghatarozott tartomany minden esetben konvex, ennek belatasat
az olvasora bizzuk.

Ide kivankozik az a megjegyzés is, hogy egyes linearis egyenltlenségek nem zart sokszdget, hanem
nyilt tartomanyt hataroznak meg. Egyes linedris programozasi feladatok ezekben az esetekben is
megoldhatok, de a nyilt tartomany modellspecifikdcios hidnyossagokra mutat.

A példankban szerepl lizem termékosszetételét gy kell meghatdroznunk, hogy a megengedett
megoldasok tartomdnyaba tartozzon, ugyanakkor a maximalisan elérhet nyereséget produkalja.
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Ha a feladathoz tartoz6 célfiiggvény altal felvett értéket onkényesen megvalasztjuk, akkor a célfiiggvény
egy egyenest hataroz meg. Ez az egyenes a megengedett tartomanyunkat abrazolé koordinata
rendszerben megjelenithet (lasd az abrat). A nyereséget probalkozassal egyre nagyobb értéknek
valasztva a célfiiggvény novekv értékeit reprezentald tobb egymassal parhuzamos egyenest
rajzolhatunk az dbrara. Azt az egyenest kell kivalasztanunk, amelyik még metszi a megengedett
megoldéasokat tartalmazo tartomanyt és egyben a legmagasabb célfliggvény-értéket szolgaltatja.
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A fenti abrarol leolvashato6 a Nyilaszaro Uzem probléméjanak optimélis megoldasa. Azt ajanljuk a
Nyilaszaré Uzem igazgatosadganak, hogy erfrrasaikat tigy hasznaljak fel, hogy napi két ajtot és hat
ablakot gyartsanak. Ezzel a megoldassal napi 2*3 ezer+6*5 ezer=36 ezer Forint nyereséget tudnak
elérni.

Azonban a kovetkez negyedéver megvaltozik a helyzet. Az ablakokon elért nyereség 5 ezer Forintrol 9
ezerre novekszik. Ez jelents valtozas. A korabbi koriilmények kdzott maximalis nyereséget biztositd
termékosszetételt feliil kell vizsgélni.
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A két ajtobdl és hat ablakbol 4116 napi termelés is megndvekedett nyereséggel jar. A korabbi 36 ezer
Forintrél 60 ezerre emelkedik. De van még ennél is kedvezbb termékosszetétel. A fenti abran vilagosan
lathatjuk, hogy az ablak nyereségtartalmanak novekedése maga utan vonta, hogy a 2 ajto, hat ablak mar
nem az optimalis megoldast adja. A megengedett megoldasok kozott talalunk jobbat is. Magasabb a
nyereség, ha a véllalat egyaltalan nem gyart ajot, hanem az erforrasait koncentralva kizarélag
ablakgyartassal foglalkozik.

Gyakorlatok

Az megadott kétvaltozos linedris programozasi feladatok esetén végezze a kovetkezket:

* Vizsgalja az egyenltlenségrendszerhez tartozé egyenltlenségek egyeneseit!
* Vizsgélja a megengedett megoldasok halmazat!

* Dontse el, hogy tartalmaz-e felesleges egyenltlenséget a feltételrendszer!

* Probalgatassal keresse meg a megengedett megoldasok koziil az optimalist!



Az optimalis megoldas kivalasztasahoz hasznalja az animacid lehetségét!

Kétvaltozos linearis programozasi feladatok grafikus megoldashoz:

1. feladat
X Xy >0

Y +x2 <3
x1 —i—2x2 <8

z:x1 —i—4x2 — max

1 | Start |

2. feladat
X Xy >0

x1 +x2 <4
x1 +2-x2 <6

z=3'x1 -i-4-x2 — max




“h

[N

3. feladat
>0

xl, x2

Y +x2 <2

z=6-x1 +4-x2 — max
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A linearis programozas normalfeladata
Hatarozzuk meg

Xps Xgy ooy X,
értekeket ugy, hogy maximalizaljak a

z=oxp o, + L tox

linedris célfliggvényt, mindzben eleget tesznek a

ayx; Fapx, + .. +apx < b1
Ay X+ AyoXy + .. +a, x < b,

a,x, +a,x,+.. +a, x < bm



lineéris egyenltlenségrendszernek. Mint a bevezet feladatunkban, ismét feltessziik, hogy nemnegativ
megoldasokat fogadunk csak el, vagyis

x.=20, i=1,2,..,n
Matrix és vektor jeloléseket alkalmazva, ahol a matrixokat és vektorokat félkovér betkkel jeloljik, a
kovetkez formulakhoz jutunk:

e, . T
maximalizalandé [0 z=c x,

feltéve, hogy Ax < b, x > 0, b > 0

X, ay | ap, .. ap, b, 0 ]
T ) ay 1 Gy o - Gy b, 0
ahol ¢ =| ¢ & ... ¢, |, x= , A= , b= ,0=
0
X am, 1 am, 2 am, n bm L |

Az elzekben ismertetett linedris programozasi feladat elméleti hdtterének rovid
osszefoglaloja

Amennyiben az x > 0 vektor eleget tesz az Ax < b feltételeknek, akkor x a linearis programozasi feladat
megengedett megoldasa. A megengedett megoldasok a megengedett megoldasok halmazanak (L) az
elemei. Tovabbi igazolas nélkiil fogadjuk el, hogy a megengedett megoldasok nem {ires halmaza konvex

halmaz. A megengedett megoldasok koziil optimalisnak nevezziik azokat, melyekre ¢’x maximalis (z
célfiiggvény).

A megengedett megoldasok halmazéanak véges sok csticspontja van. Amennyiben létezik a megengedett
megoldasok halmazanak olyan x eleme, amelyre a z célfiiggvény felveszi a maximumat, akkor a
csucspontok koziil is legalabb egyben felveszi.

A fenti megallapitasok kdvetkezménye, hogy a linearis programozasi feladat optimalis megoldasat a
megengedett megoldasok halmazéanak véges sok csucspontjaiban célszer keresni.

Megjegyezhetjiik, hogy a gyakorlatbol szarmazo feladatok esetén a feltételeket alkotd egyenltlenségek
magas szama miatt a véges sok csucspont darabszama olyan sok lehet, hogy egyenkénti vizsgalatuk
indokolatlanul nagy szamitastechnikai teljesitményt kotne le.

A linearis programozds normadalfeladatinak algebrai megolddsa

A normalfeladat feltételrendszere egyenltlenségrendszer, Ax < b, €sx > 0. Az egyenltlenségrendszer
megoldasat egyenletrendszer megoldaséra vezetjiik vissza. Az egyenltlenségeket 1j valtozok, un.
eltérésvaltozok bevezetésével egyenlségekké egészitjiik ki. Minden egyenltlenség egy 0 valtozdval
egésziil ki.

ayx; Fapx, + ..o Fapx +u =b1



Ay X+ AyoXy + . Fay X+ u, = b2

a,px,+a,x,+..+a, x + u =b

Mitrixok, vektorok hasznalatdval a fenti egyenltlenségrendszer a kovetkez egyszer alakot olti:

X

Il
)

Ax+Eu=[A E]
u

Az Ax=b alaku egyenletrendszerek altalanos megoldasat a sziikséges megoldasi Iépések végrehajtasa
utan a kovetkez formaban kapjuk:

D
_E 2
X1

Ahol x, =0 valasztas mellett egy lehetséges bazismegoldast kapunk. . =
2

Annyi kiilonféle bazismegoldasa van az egyenletrendszernek, ahanyféleképp az egyiitthaté matrix
oszlopvektorainak bazisat el tudjuk allitani. Ha egy bazismegoldast mar elallitottunk, a tovabbiakat
elemi bazis transzformaciokkal allithatjuk el.

A linearis programozasi feladat megoldasa — indulo tablazat

A normalfeladatot az alabbi tablazatos elrendezésben reprezentalhatjuk.

bazis A E b

Az indul¢ tablazat bazisa az egységvektorokbol képzett bazis. Ez a bazis azonos az egyiitthatdé matrix (A)
uj oszlopvektoraibol — melyek az 0j valtozok (u) bevezetése utan keletkeztek - képzett bazissal. Ezért az
indul¢ tablazat egyszerbb formdban is felirhatd, ha az u vektorokat a bazisba vontuk.
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A normal feladat megoldasa — a szimplex modszer

A linearis programozasi feladat megoldédsara Dantzig dolgozta ki a szimplex maddszert.
Az indul6 tablazatban talalhaté egyenletrendszer altaldnos megoldasa az elzek szerint:

0

A bazismegoldas ebbl, ha x=0 valasztassal éliink: u=b, x=0.

Idézziik fel, hogy a maximalizaland6 célfiiggvény z = ¢"x. Az indulé tablazatbol leolvashaté indulé
bazismegoldas x=0. A célfiiggvény konnyen kiszamithato értéke z=0. Arra szamithatunk a gyakorlati
feladatok tobbségében, hogy a célfiiggvény maximalis értéke nem zérus, az optimalis megoldas az
indul6é megoldastol kiilonboz.

A tovabbi bazismegoldasok mindegyikének elallitasa, majd az optimalis bazismegoldas kivalasztasa
kézenfekvnek tnik, de a bazismegoldasok szdma a gyakorlati esetekben elfogadhatatlanul magas
szamitastechnikai teljesitményt igényel. A szimplex modszer egy hatékony, kdltségtakarékos metddus az
optimalis bazismegoldas kivalasztasara.

A szimplex mddszer a normalfeladat egy bazismegoldasabol, rendszerint az x=0 megoldasbdl kiindulva
iterativ 1épésenként egy olyan masik bazismegoldasra 1ép, amelyhez tartozo célfiiggvény-érték
magasabb, mint az elz. Az optimalis megoldast akkor talaltuk meg, ha a moédszer magasabb
célfiiggvény-érték tovabbi bazismegoldast nem kinal fel. A szimplex modszer egyes 1épéseit az indulod
tablazatbol egymas utdn generalt tablazatokon keresztiil kovethetjiik. A tdblazatokat szimplex
tablazatnak is nevezhetjiik.

A szimplex moddszer 1épései

1. [ Az indul6 tablazatbol bazismegoldast olvasunk le. Megallapitjuk a célfliggvény
értekeét.

2.0 Ha lehetséges, akkor a célfiiggvény értékének novelése érdekében az A egylitthato
matrix tovabbi oszlopvektorat bevonjuk a bazisba.

3.0 A baziscserét koveten masik bazismegoldast olvasunk le. Megallapitjuk a
célfiggvény értékét.

4.0 Ha a célfiiggvény értéke nem novelhet, akkor megtaldltuk az optimalis megoldast.

Hogyan donthetjiik el, hogy az induld, vagy a tovabbi tdblazatokbdl leolvashatd bazismegoldashoz
tartozo célfiiggvény értéke novelhet, vagy nem?

A maximalizalando célfiiggvény z = x, vagy részleteibenz = cx; + ¢c,x, +...+ ¢, x, . Az indulo

tablazatbol leolvashat6 x=0 bazismegoldas esetében nyilvanvaldan zérus a kiszamithato értéke. Akkor
van esélyilink ndvelni a célfiiggvény értékét, ha az egyiitthaté matrix(A) oszlopvektorai koziil olyat
vonunk a bazisba, amelyhez tartozo c; célfiiggvény egyiitthato pozitiv. A pozitiv ért€k, mint

sziikségesség érthet, hiszen az x>0 kovetelményt mar kordbban megfogalmaztuk.



Példa a szimplex modszer alkalmazdsdra - kétvaltozos, grafikusan is megoldhato eset

Oldjuk meg a A Nyilaszaré Uzem ajtok és ablakok optimalizalasi feladatat, amit a bevezten
elmlitetiink!

8-x, +4-x, <40,

1 2
3~x1 +6-x2 <42,
x. <4

1

Mivel ajté €s ablakok gyartasarol szol a modell, ezért fel kell tenntink azt is, hogy x, €s x, csak pozitiv,

vagy nulla lehet. Ezt a két feltételt a megoldas Iépései soran tudatosan ki fogjuk hasznalni.
A matematikai modellben a kapacitdsokra vonatkozo egyenltlenségrendszerhez a gyartasi folyamat
nyereségmaximalizalasi igényét kifejez fliiggvény, a célfiiggvény tarsul.

z=3-x1 -I-S-)c2 — max

3‘x1 +5'x2

Y A feladatmegoldds lépésenként

[ A feladat induld tablazatat, a 0. tdblazatot a kordbbiaknak megfelelen allitottuk 6ssze. Az induld
tablazatunk nem optimalis megoldast tartalmaz. Ezt azért allithatjuk, mert x; €s x, oszlopokban egyarant
pozitiv a célfliggvény eggylitthatoja. Azt jelzi szdmunkra, hogy a célfiiggvény jelenlegi O értéke
novelhet. A célfiiggvey értéke a szimplex tablazat jobb alsé sarkaban jelenik meg. Mivel x, €s x,
értékei az induld tablazatban egyarant zérusok, a jobb als6 sarokba nullat irunk.

Az induld tablazatunk x, €s x, valtozok zérus ertéket ugy jelzi, hogy az egyiitthatd matrix(A) hozzajuk
tartozo oszlopvektorai a bazisban nem szerepelnek.

A megoldaési folyamat grafikus szemléltetésében ezt gy dbrazoljuk, hogy a célfiiggvény egyenese az
origdn halad keresztiil.

0 X x, b _
u, 8 4 40
u, 3 6 42
uy 1.0 4
-z 3 5 0

"a megoldas nem optimalis"
x,=0,x,=0

"celfuggveny:"[z=0]




A szimplex moddszer 1épéseit kovetve tehat megvizsgaljuk, hogy a tablazat az optimalis megoldast
tartalmazza-e. Mint lattuk nem, ezért javitanunk kell a megoldéson. Javitott megoldashoz tigy jutunk,
ha x, és x, valtozok koziil valamelyiket bevonjuk a megoldasba, azaz az egyik terméket gyartani

kezdjiik. A szimplex mddszer nem tartalmaz utsitast arra, hogy melyik valtozot részesitsiik elnyben.
Jelen példaban vonjuk be a megoldasa az x, valtozot. A valtozo bevonasa a megoldasba egyiitt jar

valamely, a megolddsban mar szerepl valtozo kikeriilesével. Els 1épésként az x, €s uy cserét

végezzik el. A szamitasok részleteit illeten a linearis algebra tanulmanyok megfelel fejezeteire
utalhatunk. A késbbiekben dsszefoglaljuk a sziikséges szamitasok apré részleteit, jelenleg azonban a
feladatunk megoldasanak javitasat tartjuk szem eltt, vagyis a célfiiggvény egyenesét (z6ld szinnel
jeldlve) szeretnénk minél tavolabbra tudni az origo6tol.

Az ajtéd termé€k bevonasat (x;) kdveten kapjuk a feladatunk els szimplex tabalazatat. A megoldas
jobb, mint a korabbi. A célfliggvény értéke 12, (potosabban 12 ezer Forintnyi nyereség), x,=4 ajtot kell
gyartanunk. De ez a megoldas sem optimalis. A vallalat nyeresége novelhet. x, oszlopaban a

célfiiggvéy egylitthatdja pozitiv 5. A nyereség novelhet, a termelési programba be kell vonni az
ablakokat is.



I uy x, b
u, -8 4 8
u, -3 6 30
x 1 0 4
-z -3 5 -12

"a megoldas nem optimalis"
x,=4,x,=0

"celfuggveny:"(z=12)

Bevontuk az ablakokat is a termelésbe. A célfiiggvénylink értke, vagyis a vallalati nyereség 12 ezer
Forintrdl 22 ezerre ndvekedett. Jegyezziik meg, hogy a szimplex tablaban a célfiiggvény értékét
ellentétes eljellel talaljuk meg. Mindkét terméket gyartjuk a tablazat szerint. x, =4 ajto, x, =2 ablak. A

megoldasunk nem optimalis. Ennél kedvezbb megoldasunk is lehet. Pozitiv értéket talalun -z soraban.



1

X, -2 Z 2
3

u2 9 —E 18

5
2 7 -2 -2
z 4

"a megoldas nem optimalis"
x,=4,x,=2

"celfiggveny:"[z=22]

“4,2)

Talalhatunk kedvezbb megoldast. A szimlex mddszer garantalja, hogy a legkedvezbb megoldast
megtalaljuk. u, €s u, cseré€jével javitunk a termékosszeteteliinkon. A vallalati nyereseg ezek utan 36

ezer Forint. Két ajtot és hat ablakot kell gyartatnunk.



3 u, u, b
2 1
- - 6
29 T2
1 1
u3 3 —g 2
1 1
xl -3 E 2
7 1
z 9 2 36

"a megoldés optimalis"
X, =2,x,=6

"celfiggveny:"(z=36)

6\ &

Példa a szimplex modszer alkalmazdsdra 3 valtozos, grafikusan is szemléltethet eset.

Legyen a megoldandé feladatunk (x>0) és z =— max celfiiggveny mellett.



Feltételrendszer:
Y +x2 <4,

X, —l—x3 <4,

x1 +x2 —|—x3 <6

Maximalizalando célfiigvény:

x1 +x3

[

P A feladatmegoldds lépésenként

A bazis-transzformacio

Normalfeladat egymast kdvet bazismegoldasainak elallitdsara hasznalt bazis-transzformacio 1épéseit
foglaljuk 0ssze. A linearis algebra megfelel fejezeteit ajanljuk tovabbi tanulmanyozasra az érdekld
olvas6 szdmara.

A baziscsere-transzformacid soran az A egylitthatomatrix oszlopvektorait reprezentald bazis egy elemét
cseréljiik ki egy, a bazisban nem szerepl masik oszlopvektorra. A szimplex tablazatban hasznalt
jelolések az oszlopvektorokat az egyes valtozokkal azonositjak, a tovabbiakban mi is a valtozok
cser¢jével fogunk a bazisvektorok cseréjére hivatkozni.

A bazis-transzformdaciot a fenti példa 1. tablazatan szemléltetjiik. A harmadik oszlopvektort a bazisba
vonjuk, mikdzben a bazisbol kikeriil az eddig ott szerepl e; egységvektor. A bazismegoldasban

szerepl valtozok (x;<>u,) cseréjevel jeldlhetjiik a mveletet. A két valtozo soranak, oszlopanak

keresztezésénél jelolt matrix elemet (1) generald elemnek nevezziik.

1w x, Xy b
X 1 1 0 4
u, 0 1 1 4

A bazis-transzformacio 1épései



1. 1épés: Az yj tablazatban a generald elem helyére a generalo elem reciproka keriil.

2.1épés: Az j tablazatban a generalo elem soraba keriil tobbi elem kiszamitasdhoz osszuk el a
generald elem soraban talalhato eredeti értékeket a generald elemmel.

3.1épés: Az yj tablazatban a general6d elem oszlopéba kertil tobbi elem kiszamitasahoz osszuk el a
generalo elem oszlopaban talalhato eredeti értékeket a generald elemmel, majd a hanyadost szorozzuk
meg -1-gyel.

4.1épés: Az 1j tablazat tobbi soraban a hianyzo értékek kiszamitasat a kovetkezképp végezziik: A
eredeti értékbl levonjuk a generalo elem eredeti oszlopaban talalhato érték és a generald elem U
soraban talalhato érték szorzatat.

Megjegyzés: Az 1. 1épésbl nyilvanvald, hogy csak olyan bazicsere hajthatd végre, ahol a megfelel
valtozok keresztezésénél nem nulla elem talalhat6. Vagyis a generalo elem nem lehet nulla.

A generalo elem kivalasztasanak tovabbi szempontjai

Emlékeztetiink arra, hogy a linearis programozas normalfeladatat a kovetkezképp fogalmaztuk meg:

maximalizalandé zZ= ch,
feltéve, hogy Ax<b, x>0, b>0.

A megoldas sordn egyenletrendszerre vezettiik vissza a feladatot.

Ax+Eu=[A E] =b

u

A bevezetett eltérésvaltozokra (u) a fentiekbol kézvetleniil kévetkezik, hogy — hasonloan az eredeti
valtozokhoz (x) az értékiik csak nem negativ lehet. x>0, u=>0 kdvetelmény az Gsszes elallitott
bazismegoldas esetén. Roviden, a szimplex tablazat utolsé oszlopaba nem keriilhet negativ érték, mert a
bazismegoldashoz tartozo értékek ott talalhatok.

A general6 elem megvalasztasahoz két kovetkezménnyel jarul hozza a fenti gondolatmenet.

1. kovetkezmény: A generalo elem nem lehet negativ. Ebben az esetben ugyanis az 01j tablazatban a
generald elem soraban az utolsé oszlopba az osztas eredményeként negativ érték adodna.

2. kovetkezmény: A generalo elemet az Un. ,,szuk keresztmetszet” alapjan kell megvalasztani. Az Uj
tablazat utols6 oszlopéaba a tobbi sorban sem eredményezhet negativ értéket a bazis-transzformaciod
végrehajtasa. A generald elem kivéalasztasardl korabban mar lattuk, hogy pozitiv célfiiggvény-
egylitthatoju valtozot kell a bazisba vonni. A pozitiv célfiiggvény-egylitthatdju oszlopbol valasztunk
pozitiv generalo elemet. Ha t6bb jel6lt is szoba johet, a ,,szuk keresztmetszet” elvet akkor kovetjik, ha b
oszlopban talalhato érték és a generaloelem-jeldlt hdnyadosok koziil a legkisebbet valasztjuk.

Tovabbi kérdésként meriilhet fel, ha a célfliggvény egylitthatdi kozott tobb pozitiv is talalhatd, ez
hogyan befolyasolja a general6 elem kivalasztasat? Az elzekben ismertetett szimplex modszer
biztositja, hogy minden egyes 1épés noveli a maximalizadlandé célfiiggvény értékét, végiil az optimalis



bazis megoldashoz jutunk. A sziikséges 1épések szama csak az optimalizacids folyamat befejezésekor
deriil ki. Nem lehet elzetes kritériumot megfogalmazni arra nézve, hogy melyik valtozo érdemes a
bazisba vonni az adott 1épés soran.

Normal feladat megoldasa — alternativ megoldasok

A lineéris programozasi feladatoknak gyakran tobb kiilonboz optimalis megoldasa van, melyek azonos
célfiiggvény értéket szolgaltatnak. A normal feladat megoldasa soran alternativ megoldas 1étezésére utal
az, ha az utols6, az optimalis bazismegoldast tartalmazo szimplex tablazat célfiiggvény sordban zérus
egylutthatot, esetleg tobbet is talalunk. Lattuk, hogy pozitiv celfiggveny-egyiitthato ,,folul” valasztva
generald elemet a megoldason javitani tudunk. Nulla érték f6lott valasztva pedig alternativ megoldashoz
jutunk.

Tekintsiik a korabban kidolgozott feladatunk 2., utolsé szimplex tablazatat. A célfliggvény sordban az u,
oszlopaban nulla talalhato. Hajtsuk végre az u, <> u, cserét!

2 u x, uy b
x 1 1 0 4
u, 1 1 -1 2
x3 -1 0 1 2

-z 0 -1 -1 -6
Az 3. tablazatbdl leolvashato alternativ bazismegoldas:

X, =2,%,=0,x3=4,u,=2,u,=0, u;=0.

Az=x, +x, célfliggvény kiszamithato ert€ke 6. Megfigyelhetjiik, hogy a célfliggvény értékeét ellenkez
eljellel a szimplex tablazat jobb alsé cellajaban megtalalhatjuk.



Normal feladat megoldasa — degeneracio

A fent ismertetett szimplex mddszer iterativ médszer. Arra a feltevésre alapoztunk, hogy minden egyes
1épésben olyan bazismegoldast allitunk el, amivel javitani tudjuk a célfiiggvény értékét.

A gyakorlatban ritkan, de elfordul olyan eset, amikor az iterativ szimplex modszer végtelen ciklusban
ismétli az egymast kovet szimplex tablazatokat. A degeneracio 1étére az utal, ha a tablazat utolso
oszlopaban 0 jelenik meg, vagyis valamely x valtozé 0 értéket kap bazismegoldasként. Ha a generald
elem kivalasztasakor ismertetett ,,szuk keresztmetszet” elv alkalmazasa soran tobb azonos ,,szuk
keresztmetszet”-nek megfelelo generald elem jeldlt is szoba johet, akkor kell degeneraciora szamitani. A
kezi megoldas eseten felismerhetjiik a ciklikussagot. A ciklikussagot azzal térhetjik meg, ha a ,,masik”
generald elemet valasztjuk. A szamitogépes programokba automatikus degeneracio felismer
automatizmusokat épitenek.

Amikor a normal feladatnak nincs megoldasa

Ha a megengedett megoldasok halmaza nyitott, akkor elallhat az az eset, hogy a célfiiggvény minden
hataron tul névekedjen. Vagyis célfiiggvény nem korlatos. A gyakorlatbol szarmaz6 esetekben ez a
megoldani ebben az esetben, mert bar a célfiiggvény soraba talalunk pozitiv értéket, vagyis ndvelhet a
célfiiggvény, de pozitiv generdl6 elem jelolt nem talalhato folotte.

Legyen a megoldando feladatunk (x>0) és z=— max

Feltételrendszer:
_’ax1 —xz +x4 <20,

- +x2 —2x3 <0,

a <10,

4 S

Maximalizaland6 célfiigvény:

X +3-x2—x

1 3

Y A feladatmegoldas lépésenként

A normalfeladat induld tablazatat az elzekben megismert modon allitjuk Gssze.



Az indul6 tablazatbol leolvashatd bazismegoldas:

x,=0,x,=0,x3=0,x,=0,u; =20, u, =0, uy; =10, u, =8.

Ox1x2x3x4b

w, 3 -1 0 1 20

u, -1 1 =20 0
u; 1.0 0 0 10
u, 0 0 0 1 8

-z 1 3 -10 0

"a megoldas nem optimalis"
x,=0,x,=0,x=0,x,=0
"celfuggveny:"(z=0) 4))

(A megoldas nem optimalis, a z célfiiggvény sordban pozitiv elemeket talalhatunk, melyek a
célfiiggvény értekének novelhetségére utalnak. Generdlo-elemet kell valasztanunk az egyik pozitiv
értek folill, a generalo-elem legyen pozitiv, feleljen meg a ,,sziik keresztmetszet” elvenek. x; oszlopaban

, ., » . ;.. 20 . 10 1
valasztva a ,,szuk keresztmetszet~ elvet kovetve szamitjuk 3 illetve B A generald-elem a 3, mert a

23—0 kisebb. A generalo-elemet jeloljiik.

A bazis-transzformacié elvégzése utan:

[ Az 1. tablazatbél leolvashato bazismegoldas:

X = 5%=0,x=0,x=0,u =0, uZZT,u3=—,u4=8

Bar a célfiiggvény értéke novekedett (z= %), a megoldas nem optimalis, a z célfliggvény soraban
taldlunk pozitiv elemet, mely a célfiiggvény értékének novelhetségére utal. Generald-elemet kell
valasztanunk a 10 f6l6tt. A generalo-elem legyen pozitiv, feleljen meg a ,,szuk keresztmetszet”

3
elvének. x, oszlopaban a két lehetséges jeldltre szamitva a ,,szlik keresztmetszet” hanyadosat azonos

értekeket kapunk. Ez a degeneracio lehetségét vetiti elre. A %-t jeldljiik meg generalo-elemnek.




1 u, X, Xy Xy b
1 | 1 20
- I 0 - =
13 T3 33
1 2 1 20
I T T
11 110
T T
w, 0 0 0 1 8
L1101 20
3 3 33

"a megoldas nem optimalis"

X, = 23—0,x2=0,x320,x4=0
"celfuggveny:" (z = 23—0 ) ?2)

1 1 1
- = - — 1
X ) ) 1 ) 0
1 3 1
- = - — 1
X, ) ) 3 ) 0
1 1 1
Uy ) ) 1 > 0

-z =2 -5 9 -2 -40
"a megoldas nem optimalis"
x,=10,x,=10,x,=0,x,=0

i "celfiggveny:"(z=40) ?3)
Az 2. tdblazatbol leolvashatd bazismegoldas:
x,=10,x,=10,x;,=0,x,=0,u; =0, u, =0, u; =0, u, =8

Bér a célfiiggvény értéke ismét ndvekedett (z=40), a megoldas nem optimalis, a z célfiiggvény sordban

talalunk pozitiv elemet, mely a célfiiggvény értékének novelhetségére utal. Generald-elemet kell

valasztanunk a 9 folott. A generalo-elemet megjeldljiik. A béazis-transzformaciot kdveten a 3.
tablazatot kapjuk.




2
tablazatot kapjuk.

x,=10,x,=18,x;=4,x,=8, u,

x, 0 0 1 0 10

x, -1 0 3 -1 10

"a megoldas nem optimalis"
x;=10,x,=10,x,=0,x,=0

"celfuggveny:"(z=40)

[ A 3. tablazatbél leolvashaté bazismegoldas:

x,=10,x,=10,x,=0,x,=0,u; =0, u, =0, u; =0, u, =8

A célfiiggvény értéke ezuttal nem ndvekedett (z=40), a megoldas nem optimalis, a z célfiiggvény
soraban taldlunk pozitiv elemet, mely a célfiiggvény értékének novelhetségére utal. Generald-elemet

x, 0 0 1 0 10
x, -1 0 3 1 18

]

Xy 5 5 1 5 4
x, 0 0 0 1 8
5 | 5
2 2 -1 9 -2 _g0

T T

"a megoldas nem optimalis"
x; =10, x,=18,x;=4,x,=8

"celfuggveny:"(z=60)

[ A 4. tiblazatbél leolvashaté bazismegoldas:

=0,u,=0,u;=0,u,=0

(C))

kell valasztanunk az el folott. A generalo-elemet megjeldljiik. A bazis-transzformaciot koveten a 4.

(6))



A célfiiggvény értéke ezuttal novekedett (z=60), a megoldas nem optimalis, a z célfliggvény sordban
taldlunk pozitiv elemet, mely a célfiiggvény értékének novelhetségére utal. Generald-elemet kell

valasztanunk az % folott. A generalo-elemet csak pozitiv értekek koziil valaszthatjuk ki, de u,

oszlopaban pozitiv érték nincs. Generalo-elem kijeldlése nem lehetséges. A feladat optimalis
megoldasat nem tudjuk megallapitani. A szimplex tablazattunk arra utal, hogy a feltételrendszer altal
meghatarozott tartomany, amely a megengedett megoldasokat tartalmazza nem zart, a célfiiggvényiink
a nyilt tartomanyon nem korlatos.

A feladat nem megoldhato.

Y Utmutaté az interaktiv gyakorlofeliilet hasznalatahoz

A fejezethez tartozo interaktiv gyakorlofeliilet két szekciora tagozodik. Az els részben a megoldasra
javasolt, felkinalt feladatok koziil valaszthatunk, az masodik részben gépelhetiink be 6nalloan
feladatot.

Valasztas a javasolt feladatok koziil

A megoldasra javasolt feladatok koziil ugy valaszthatunk, ha a legordiil feladatlista egyik elemét
Vilasszon am

2, feladat v
L. feladat

3, feladat
4, feladat
5, feladat
6. feladat
7. feladat

egérkattintassal kijeloljiik

A kattintast koveten a feladat feltételrendszere és a célfiiggvény megjelenik a megfelel
kifejezésmezkben.




Feltételrendszer:
v+ 2x, 4+ Bx < 100,

1 2 3
2 x +:c3 = 80,
-

‘u:l + x +_‘|’.'3 = 50

Maximalizalando célfaggv

2.‘cl +:c2 + 3:1:3

Normalfeladat 6nallé megadasa

Feltételrendszer:

'c1—|—2:c —|—E.‘c3£1E+

__-.: + 5 r3<_i80
<=

‘c1+'c +3_‘L'3_:'E|'

A normalfeladat feltételeit a "Feltételrendszer:" feliratt kifejezésmezben adjuk meg. Az
ismeretleneket jelolhetjiik indexelt szimbolumokkal, mint példaul x|, x, stb., vagy jelolhetjiik

mindegyiket més-mas betvel, mintx, y, v, w stb. Nem kotelez minden feltételben minden valtozot
szerepeltetni. Az eltérésvaltozokra a program minden esetben u,, u, stb. jelolést fogja alkalmazni,

ezért tekintsilink el ezek hasznalatatol a feltételrendszer megadasakor.
Tegyiik fel, hogy szeretnénk ax, +2-x, < 10 képletet begepelni.

Az indexelt ismeretlenek megadasahoz kovessiik a billentyzet hasznélatanak a kovetkez modjat:

nyMn g nmuA RN nnaHnn n_-nmn_nngnnan
X "Ry M=t gn

Ahol idézjelek koz¢ zarva soroltuk fel az egymast kovet billenytket. Figyeljik meg, hogy az
"aldhtizas" szimbolum kezdeményezi az alsé indexmezbe valo belépést, majd az index megadasat
kdveten a jobbra mutatd nyil billenty leiitésével 1éphetiink ki az indexmezbl. A szorzéast nem
kotelez a "*" szimbolummal jeldlni, akar el is hagyhatjuk. A kisebb-egyenl feltétel megadasahoz
két billenty kombinaciojara van sziikség.

A megadott feltételek végére kotelez a vessz, az utolso feltétel végére azonban ne tegyiink.

A feltételrendszerben nem sziikséges ax; > 0, x, = 0 stb. feltételt explicit modon megadni, ezt a



fejezetben szerepl minden feladatra érvényesnek tekintjiik.

A céliiggvény megadasakor is kovessiik a feltételrendszer esetében leirtakat. Nem kell kiilon jelolést
hasznalni a maximalizalando célfiiggvény megadasahoz, ezt a fejezetben szerepl minden feladatra
érvényesnek tekintjiik. A célfiiggvény képletében olyan valtozok is szerepelhetnek, melyek a
feltételekben nem. A célfiiggvény képlete esetén nem szabad semmilyen zar6 karaktert, szimbolumot
sem hasznalni.

}2-.‘(1 +_'u:2 + 3-:::3

A feladatmegadast a| Feladat megadva nyomdgombra kattintva fejezziik be. A helytelen

feladatmegadasra hibaiizenettel figyelmeztet a Maple rendszer, javitsuk a feladatmegadas gépelési
hibait a fent megadott szempontok szerint.

Megjegyzés

A normalfeladat interaktiv gyakorlé modul hasznélatakor iigyeljiink arra, hogy a megadott feladat
tegyen eleget a normalfeladatra vonatkozo, a fejezetben szerepl feltételeknek. Vagyis:

e, . T
maximalizalando [ z=c"x,

feltéve, hogy Ax < b, x>0, b >0

Az indulotabla létrehozasa

Az interaktiv gyakorlofeliilet két szekcidjanak haszndlata a tovabbiakban megegyezik.
A feladat megadasat koveten gyakorlé modul

« a feltételekbl és a célfiiggvénybl kivalasztja az ismeretleneket jeldl szimbolumokat

« eléllitja az indul6 szimplex tablazatot

* az indul6 tablazatbol "kiolvassa" a lehetséges megoldast, és a hozza tartozo célfliggvény értéket
» megallapitja, hogy optimalis-e a megoldas

» grafikusan szemlélteti a feladatot

« a valtozokat felkinalja tovabbi bazscserék végrehajtasara.

A normalfeladat megoldasi lépései a gyakorlofeliilet segitségével
Amennyiben a szimplex tablazatbol leolvashaté megoldds nem optimalis, akkor tovabbi baziscserére

van sziikség. A baziscserében szerepl két valtozé kivalasztasat olyan legordiil meniik segitik,
melyek tartalma folyamatosan tiikr6zi a szimplex tablazat tartalmat.

Wil v = |x[1] ¥

o2 Valasszuk ki a megfelel valtozokat a cseréhez.
W3] ajtas |




A kivalasztast koveten a gyakorldo modul értékeli a valasztasunkat. Példaul: "a kijel6lt elem nem
szk keresztmetszet".
Megfelel general6 elem esetében az tizenet:"jo general6 elem".

A baziscsere végrehajtasat a | végrehajtas | nyomdgombbal kezdeményezhetjiik.
¥ Javasolt feladatok
Feltételrendszer:
x, +2x, +8x; < 100, Vélasszon a megoldasra javasolt feladatok koziil!
2 Xy +x3 < 80, S
X —|—x2 +x3 <50 ‘m‘

Maximalizéland¢ célfiiggvény: z — max

2 X + Xy +3 X3 -
Szimplex tablazat: Eredmények:
1 x,. =0,x,=0,x,=0
0 Xp Xy Xy b [ 1 2 3 ]
w12 8 100 “célfiiggvény (z = 0)
Uy 0 2 1 80 a ‘megoldds’ nem “optimalis’
Uy 1 1 1 50
-z 2 1 3 0
Baziscsere:
1 ["a kijelolt elem nem szuk keresztmetszet"]
il | e M1l generald elem:

Végrehajtas




Y Onalloan megadott feladatok

Feltételrendszer:

X —|—6~x2 + 8-x3 <100,
2-x2 + 5-x3 < 80,
+x2 + 3'x3 <50

X

Maximalizaland¢ célfiiggvény: z — max

Adjon meg 6nalléan egy normal feladatot!
A feladatmegadast a

"Feladat megadva"

gombra kattintassal fejezziik be!

(A megfelel formatum a gyakorl6 feladatok betdltése utan
tanulmanyozhat6. Als6 index megadasi modja: x_1, majd jobb
nyil billenyt. Az egyes feltételeket vessz valasztja el. Az utolséd
feltétel utan vesszt ne tegyiink. A feltételeket irjuk kiilon sorba.
Ures sorokat ne hagyjunk.)

u, 1 6 & 100
u, 0 2 5 80

wu, 1 1 3 50

-z 2 1 3 0

. : Torlés Feladat megadva
2 X +x2 +3 X3 ’ ] ’
Szimplextablazat: Eredmények:
] =0,x,=0,x,=0
0 X| Xy X b [xl Xy X3 ]

‘celfuggveny iz = 0)

a ‘'megoldds’ nem optimalis’

Baziscsere:




["a kijelolt elem nem szuk keresztmetszet"]

il | e M1 generald elem:

Végrehajtas

» Megoldasra javasolt szoveges feladatok

Y A normalfeladat megoldasa a Maple rendszer parancsaival

Az operacidkutatas, a matematika egy€b optimalizacioban érintett fejezetei elméleti eredményeinek
beépitésével a Maple programcsomag alkalmassa valt arra, hogy "fekete dobozként" alkalmazva, a

gyakorlati feladatokat képletekké formalva kozvetleniil jussunk optimalis megoldashoz.

A szimplex modszer 4ltal igényelt eljarasok a Maple simplex csomagjaban megvalositasra kertiltek.

A csomag hasznalatat a with(simplex) : utasitassal kezdeményezziik. A célfiiggvény és a
feltételrendszer képletként valo felirasa jelenti a felhasznalo szamara a valddi feladatot, mivel az
optimalis megoldas elallitas terheit teljesen atveszi a Maple rendszer.

Korébban mar megoldott feladatunk (x>0) ész=— max célfiiggvény mellett.

Feltételrendszer:
X +x2 <4,

Xy -l-x3 <4,

X +x2 +x3 <6

Maximalizdlando célfiigvény:



x, +x

Az optimalis megoldast a Maple maximize utasitasa szolgaltatja. Az maximize utasitds szdmara meg
kell adni a célfiiggvényt és a feltételeket. A kdvetkez parancsokat hasznéalhatjuk:
A simplex csomag hasznalatba vétele:

with(simplex) :

Az optimalizalas:
maximize(x1 + x5, { X, 20,x,20,x,20,x,+x, <4,x,+x; <4,x +x, +x3=6});

{xl =4,x,=0, x, =2} 9.1

A maximize utasitast kiegészithetjiilk a NONNEGATIVE paraméterrel is, ekkor egyszerbbé
valhatnak a képleteink.
maximize(x1 + x5, { X, +x, <40+ x<4x +x,+x= 6}, NONNEGATIVE);

{xl =4,x,=0,x;= 2} 9.2)

Vessiik 0ssze a feladat megoldasat azzal, melyet ebben a fejezetben mar elallitottunk. Sajnos most
nem deriilt ki, hogy a feladatnak 1étezik alternativ megoldésa is.



